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Beispiel:
Sei die Anzahl der Datensitze: n = 10°
2
- 10g2(106) = log2(103) =2 log2(103) ~ 20 Plattenspeicherzugriffe

Idee: Zusammenfassen mehrerer bindrer Knoten zu einer Seite

Ubertragungseinheit
(“Seite”)
enthilt hier 7 Knoten

Beispiel fiir einen B-Baum:

99 Knoten in einer Seite " 100-fache Verzweigung:
g 10g100(106) = 3 Plattenspeicherzugriffe.

(reduziert auf 2, falls die Wurzelseite immer im Hauptspeicher liegt)

Definition: B-Baum der Ordnung m (Bayer und McCreight (1972))

(1) Jeder Knoten enthélt hochstens 2m Schliissel.

(2) Jeder Knoten auBBer der Wurzel enthélt mindestens m Schliissel.
(3) Die Wurzel enthélt mindestens einen Schliissel.

(4) Ein Knoten mit £ Schliisseln hat genau 4+1 S6hne.

(5) Alle Blatter befinden sich auf demselben Level.
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Beispiel: fiir einen B-Baum der Ordnung 2

Berechnung der maximalen Hohe 7, . eines B-Baumes der Ordnung m mit n Schliisseln:

Level 1 hat ki =1 Knoten
Level 2 hat ky 2 2 Knoten
Level 3 hat k3= 2(m+1) Knoten

Level A+1 hat k1 2 2(m+1)h'1 (duBere, leere) Knoten

Ein B-Baum mit n Schliisseln teilt den Wertebereich der Schliissel in n + 1 Intervalle. Es gilt also

kppp=n+t12 2(m+1)h'l, dh.A<1+log, . l(n; 1) .

Da die Hohe immer ganzzahlig ist, und da diese Rechnung minimalen Fiillgrad annimmt, folgt:

hS{logmﬂ(nzj)JJrl

Beobachtung: Jeder Knoten (auBer der Wurzel) ist mindestens mit der Hélfte der moglichen
Schliissel gefiillt. Die Speicherplatzausnutzung betridgt also mindestens 50%!

Allgemeine Knotenstruktur:

po kppyp. ko oo Pj-1, kj.p;
| !
Pi
wobei: k1<k2<...<kj und m<;<2m ; \

p; zeigt auf den Teilbaum mit Schliisseln zwischen &; und %, , ;.

k; <Schliissel <k,
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Anmerkung: Da die Schliissel in jedem Knoten eines B-Baumes aufsteigend sortiert sind, kann
ein Knoten nach Ubertragung in den Hauptspeicher binér durchsucht werden.

class Entry { public int key;
public Page son;
... // Konstruktor..

}

class Page { public int numberOfEntries;
public Page firstSon;
public Entry [] entries;
/I Im Konstruktor intialisieren mit new Entry [2*m+1];

class Btree { protected Page root;
protected int m;

Welche Ordnung m von B-Biumen ist auf realen Rechnern und Plattenspeichern giinstig?

Hierzu betrachten wir zunichst den physischen Aufbau eines Magnetplattenspeichers. Dieser
besteht aus einer Reihe iibereinanderliegender rotierender Magnetplatten, die in Zylinder,
Spuren und Sektoren unterteilt sind. Der Zugriff erfolgt iiber einen Kamm mit Schreib-/
Lesekdpfen, der quer zur Rotation bewegt wird.

Spur ‘&nlbewegung
S T
SOl

~ — Kamm
\;
SIS A
> \
o] o~
Zylinder | | Schreib-
Lesekopf
SN e .
I o—~—0
— ..
Rotation
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Der Seitenzugriff erfolgt nun in mehreren Phasen. Etwas vereinfacht 148t sich die Zugriftfszeit
in die Zeiten fiir die folgenden Phasen zerlegen:

* Positionierung des Schreib-/Lesekopfes: Positionierungszeit (PZ)

Zeit fiir die Kammbewegung 6 ms
* Warten auf den Sektor / die Seite: Latenzzeit (LZ)
Im Mittel halbe Rotationszeit der Platte 4 ms

« Ubertragung der Seite: Ubertragungszeit (UZ)
Zeit fiir das Schreiben / Lesen 1-10* ms / Byte

= Zugriffszeit fiir eine Seite: PZ + LZ + UZ - (SeitengroBe).

Sei die Grofe eines Schliissels durch a Bytes und die eines Zeigers durch 3 Bytes gegeben.
= Seitengrofle ~2m(a + )

= Zugriffszeit pro Seite=PZ +LZ+UZ - 2m(a+B) =a+bm
mit: a=PZ+LZ und b=2(a+p) - UZ.

Andererseits ergibt sich flir die interne Verarbeitungszeit pro Seite bei bindrer Suche:

¢ - log,(m) +d fir Konstanten ¢ und d.
Die gesamte Verarbeitungszeit pro Seite ist damit: a+b-m +c - log,(m) +d .

Die maximale Anzahl von Seiten auf einem Suchpfad eines B-Baumes mit » Schliisseln ist:

n+1

0+l 10g2( 3 )
hmax = \}0gm+ I(T)J +1 = f logz—(n/l) fiir eine Konstantef:

Die maximale Suchzeit MS ist damit gegeben durch die Funktion:

n+1

_l’_
log,(m)  log,(m)

).

Msm) = g-(
Fiir die obigen Konstanten setzen wir beispielhaft die folgenden Werte ein:

a=001s, atd=a=0,01s =10 ms
=8 B=4=>b=24-1-10 ‘ms = 24-10 “ms.
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Damit ist die folgende Funktion MS(m) zu minimieren:

___ 10 0,0024-m)
MS(m) (logz(m) Tog.() ms = MIN
MS(m)
15
125
600 1750 1900 m

Die maximale Suchzeit ist somit nahezu minimal fiir 600 <m <900. Dies entspricht in
obigem Beispiel einer “optimalen” Seitengrofle von 12 KByte.

Einfiigen in B-Baumen:

Zunichst wird der Knoten K gesucht, in den der neue Schliissel einzufiigen ist. Dieser ist stets ein
Blatt. Der Schliissel wird in K an der entsprechenden Stelle eingefiigt.

Sei s die Anzahl der Schliissel in K nach dem Einfligen:
Falll: s<2m : - STOP
Fall2: s =2m+1:=> OVERFLOW

Ein OVERFLOW wird behandelt durch Aufspalten (SPLIT) des Knotens.

Dies kann einen OVERFLOW im Vaterknoten zur Folge haben. Auf diese Weise kann sich
ein OVERFLOW bis zur Wurzel des Baumes fortsetzen.

Falls die Wurzel gesplittet wird wichst die Hohe des Baumes um 1.

moglicher OVERFLOW
SPLIT: im Vaterknoten
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Entfernen aus B-Biumen:

Der zu entfernende Schliissel £ wird im Baum gesucht und aus dem gefundenen
Knoten K geloscht. Falls K kein Blatt ist, wird der entfernte Schliissel durch den
Schliissel p ersetzt, der der kleinste Schliissel im Baum ist, der grofer als £ ist. Sei P
der Knoten, in dem p liegt. Dann ist P ein Blatt, aus dem p nun entfernt wird. Auf diese
Weise wird der Fall “Loschen in einem inneren Knoten” auf den Fall “Loschen in
einem Blatt” zuriickgefiihrt.

Sei s die Anzahl der Schlissel in K nach dem Entfernen:
Falll: s>m: - STOP
Fall2: s = m—1: - UNDERFLOW

UNDERFLOW-Behandlung:
Fall 1: Der Bruder hat > m+1 Schliissel: = Ausgleichen mit dem Bruder
#=r #=r
k /
—> STOP
« _F N\
#=m-1 / #=m |k #=b-1
#=b (>m)

Fall 2: Der Bruder hat m Schliissel: = Verschmelzen mit dem Bruder unter Hinzunahme
des trennenden Vaterschliissels
= moglicher UNDERFLOW im Vaterknoten.

H=r # = . 1 moglicher
UNDERFLOW
k (j im Vaterknoten
_>
%
#:m_l #:m #—m'lk #:m
#=2m

So kann sich auch die UNDERFLOW-Behandlung bis zur Wurzel des Baumes fortsetzen.
Wird aus der Wurzel des Baumes der letzte Schliissel entfernt, so wird diese geloscht; die Hohe des
Baumes verringert sich damit um 1.

Korollar: Die B-Biume bilden eine Klasse balancierter Suchbdume.
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Aufwandsabschitzung fiir die durchschn. Anzahl von Aufspaltungen (Splits) pro Einfiigung:
Bezeichne s die durchschnittliche Anzahl der Knoten-Splits pro Einfiigung:

Modell:
Ausgehend von einem leeren Baum wird ein B-Baum der Ordnung m fiir die Schliissel
ky, ks, ..., k, durch n aufeinanderfolgende Einfligungen konstruiert.

Sei ¢ die Gesamtzahl der Aufspaltungen bei der Konstruktion dieses B-Baumes
s =1t/n.

Sei p die Anzahl der Knoten (Seiten) des B-Baumes mit p > 3
= t<p—1 (genauer: t<p-2)

Fiir die Anzahl n der Schliissel in einem B-Baum der Ordnung m mit p Knoten gilt:
n>1+(p-1)-m.
»p_lsn;l -9 = £<p;1§l
m n n n

n=l 1 obei im allg.: 600 < m <900 (s.0.).
m m
Esgilt: t<p-2=>t<p-1 firp>3

Denn:
- bei jeder Aufspaltung wird mindestens ein zusétzlicher Knoten geschaften

- Aufspalten der Wurzel = 2 zusitzliche Knoten

- wenn ein B-Baum mehr als einen Knoten hat, dann ist die Wurzel mindestens einmal
aufgespalten worden

- dem ersten Knoten des B-Baums geht keine Aufspaltung voraus.

B’-Biume
B*-Biume verhalten sich im wesentlichen wie B-Biume, jedoch wird bei OVERFLOW eines

Knotens dieser nicht gleich aufgespalten, sondern wie beim UNDERFLOW der Bruder betrachtet:

Fall 1: Bruder hat b < 2m-1 Schliissel = Ausgleichen mit dem Bruder
Fall 2: Bruder hat b =2m Schliissel = Verteilen auf drei Knoten:

moglicher
OVERFLOW

— s - im Vaterknoten
3

#=2m+1 #=2m #=4/3m #=4/3m #=4/3m

Definition: B*-Baum der Ordnung m

m sei ein Vielfaches von 3.
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(1) Jeder Knoten auBler der Wurzel enthélt mindestens gm , hochstens 2m Schliissel.
(2) Die Wurzel enthdlt mindestens einen, hochstens gm Schliissel.

(3) Ein Knoten mit £ Schliisseln hat genau £+1 S6hne.

(4) Alle Blatter befinden sich auf demselben Level.

B*-Bdume besitzen eine Speicherplatzausnutzung von mindestens 66%!

Nach einer zum B-Baum dquivalenten Berechnung ergibt sich fiir die maximale Hohe 4, eines
B*-Baumes der Ordnung m mit n Schliisseln:

n+1
hmax = L10g4/3m+ I(T)J +1.

Entfernen in B -Biiumen

V
#=4/3m -1
UNDERFLOW

Fall 1: R hat mehr als gm Schliissel => Ausgleichen von * und R

Fall 2: R hat gm Schlussel:

2.1 L hat mehr als gm Schliissel => Ausgleichen von * und L

2.2 L hat gm Schlussel:

v moglicher

UNDERFLOW in V

Fall 3: * hat nur einen direkten Bruder, aber weitere indirekte Briider:
14

Y I

#=4/3m-1 R, R,

3.1 Falls R; mehr als gm Schliissel besitzt => Ausgleichen von * und R;
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3.2 Falls R; genau gm Schliissel besitzt und R, mehr als gm Schliissel besitzt

=> zuerst Ausgleichen von R; und R, dann von * und R;

3.3 Falls R; und R, jeweils genau gm Schliissel besitzen

Vv o 1
— UNDERFLOW in V

Fall 4: * ist Sohn einer bindren Wurzel:

#=4/3m -1
4.1 R hat gm Schliissel:

— neue Wurzel : STOP

4.2 R hat mehr als gm Schliissel => Ausgleichen von * mit R

Korollar: Die B*-Biume bilden eine Klasse balancierter Suchbiume.

Bemerkung: In fast allen géingigen Datenbanksystemen sind B-Badume, B*-Béume oder deren
Varianten zur effizienten Ausfiihrung von Suchoperationen implementiert.

2.3 Optimale biniire Suchbiume

Bisher: Hiufigkeiten, mit denen einzelne Schliissel gesucht werden, bleiben unberiicksichtigt. =>
Annahme der Gleichverteilung der Suchhéufigkeiten

Jetzt: Wir beriicksichtigen Hiiufigkeiten, mit denen einzelne Schliissel gesucht werden
=> Je hiufiger ein Schliissel gesucht wird, desto héher im Baum soll er plaziert werden.

Anwendungsbeispiel:
= “Tabelle” der Schliisselworte bei Compilern (statisch!).

Seien die Zugriffshaufigkeiten zu den n einzufiigenden Schliisseln k|, k,, ..., k, mitp, p,, ..., p,

n
( Z p; = 1 nicht unbedingt erforderlich) zum Zeitpunkt der Einfligung bekannt.
i=1
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Problem: Wie finden wir unter diesen Voraussetzungen einen “optimalen” Suchbaum aus den

(2’1’1) /(n+1)=4"/(Jn- n3/2) verschiedenen Suchbdumen fiir » Schliissel?

Beispiel:
Sein = 3;
Gegeben seien die Schliissel A, B und C mit den Zugriffshaufigkeiten p,, pp und p-.

= 5 mdogliche Suchbdume; welcher optimal ist, hangt vom Gewicht (den “Kosten”) des
Baumes und damit von den Gewichten der einzelnen Schliissel ab.

PR

Konkretes Beispiel: p, = 1,pp = 6 und p- = 4.
4 6 1 1
© (B) @ ®
6 1 1 4 4 6
0 ® ‘o o
1 6 4
® & &
16 27 25

Kosten = Min. 19
Kosten = a-(erwartete Anzahl von Knotenzugriffen) + [-(erwartete Anzahl von Schliisselvergleichen)
wobei: a : Kosten fiir einen Knotenzugriff

P : Kosten fiir einen Schliisselvergleich
Fiir einen bindren Baum gilt: Kosten = (a + ) - (erwartete Anzahl von Schliisselvergleichen)

Fiir eine allgemeine Losung werden wir zusitzlich erfolglose Suchoperationen, d.h. die Suche von
Schliisseln, die zwischen den vorhandenen Schliisseln liegen, beriicksichtigen.

Damit ergibt sich die folgende allgemeine Problemstellung:

Gegeben: 7 Schlissel: k; <k, <...<k,.

2n+1 Gewichte (Haufigkeiten):

n n
PP D, und g4, 91,95, ..., q, Mitw = Zpl.Jr z q,, wobei:

i=1 i=0
p;/w = Wahrscheinlichkeit (k; = Suchargument)

q;/w = Wahrscheinlichkeit (k; < Suchargument <k, |)
(0.E. ky=—0, k, ;=)
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Zu konstruieren ist ein bindrer Suchbaum derart, daf3 die zu erwartende Anzahl der bei einer
Suchoperation auszufiihrenden Schliisselvergleiche, ausgedriickt durch das folgende

Kostenmal} K, minimiert wird:
n n

K = Zpl- - lev(Oin) + Z q;- (lev(dj)—1) = MIN.

i=1 j=0
mit: Oj bezeichne den Baumknoten mit Schliissel kj und
Ok bezeichne den dufleren Baumknoten “zwischen” Ok und O(k+1).

Beispiel: Seien im obigen Beispiel: p, = 1,pp=6,p-=7 und g, = 1,9, =3,9,= 2,93 = 5.

Optimalititskriterium: Alle Teilbiiume eines optimalen Suchbaumes sind optimal.
= Idee: ausgehend von einzelnen Knoten als minimalen Teilbdumen werden systematisch

“immer grofere” optimale Teilbdume konstruiert.

“Bottom-up” - Methode:
Ein neuer optimaler Teilbaum ergibt sich aus einer geeigneten Wurzel und zwei optimalen
Teilbdumen (bereits berechnet) dieser Wurzel.

T optimal (O

genauer:
opt. opt. c(i, k— 1) C(k,j)

Oi Ok-1) Ok Oj
Schliissel: i+1,...,k—1 k+1,...,j

Seien c(i,j), 0<i<j<n, die Kosten eines optimalen Teilbaumes mit den Gewichten

j j
piﬂ,...,pj;qi,...,qj;seiweiterhin: w(i,)) = z Dt qu .
k=i+1 =i

Dann konnen die Werte c(i, j) nach folgendem Rekursionsschema berechnet werden:
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c(i,i) = 0 = der Baum besteht aus [1i (leerer Baum).

c(i,j) = w(i,j) + min (c(i,k—1)+c(k,j)) firi<j.
i<k<j

Denn: das minimale Gewicht des Teilbaums mit Wurzel Ok und den Grenzen
i bzw. j ist gegeben durch: w(i, j) + c(i, k— 1) + c(k, ) .

Mit Hilfe dieses Rekursionsschemas wird ¢(0, n) und der zugehorige optimale binédre Such-

baum bestimmt.
2

Es gibt hierbei =~ % Werte c¢(i,j) => Platzbedarf O(nz).

Fir d = j—i, 1<d<n,
wird c¢(i, j) ermittelt.

QU AU
Il
S ~ N W AN W

Laufzeitbedarf fiir diese Art der Konstruktion eines optimalen biniren Suchbaumes:

Fird = j—i, 1 <d<n,berechnen wir c(i, j) .
Wieviele Werte fiir Ok miissen bei der Minimum-Bestimmung betrachtet werden?
Fiir jedes d, 1 <d <n, gibtes n—d + 1 verschiedene c(i, j) ‘s.
Fiir jedes dieser c¢(i, j) mit j —i = d gibt es d mogliche Werte fiir Ok .

Damit gibt es fiir jedes d, 1 <d<n, d-(n—d+ 1) mogliche Werte fiir Ok.
n 3

Insgesamt z d-(n—-d+1) = % + O(nz) mogliche Werte fiir Ok .

d=1 (édzzn-(n+l)6-(2n+l))
d=1

= Laufzeitbedarf: O(n3) ; dies ist fiir einen praktischen Einsatz indiskutabel!

Es gilt jedoch folgende Monotonie-Eigenschaft:
Sei r(i, j) ein Wert fiir Ok, fiir den ¢(i, j) minimal wird.
- r(iaj_ I)SI"(Z,]) Sl’(i“f‘ la])
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- i)
ri,j—1) r(i+1,))

i i+l J-1

= Es geniigt: c(i,j) = w(i,j)+ min (c(i, k—1) + c(k, j)) zu berechnen.
G, j— 1) <k<ri+1,))

Fiir jedes d, 1 <d <n, miissen damit also weniger Werte fiir Ok untersucht werden,
ndmlich nur noch:

Z (rG+1,)—rGj-D)+1)=rn—-d+1,n-r0,d-—1H+(n-d+1)<2n

= Laufzeitbedarf: reduziert auf O(nz) .

Abschlielendes Beispiel:
Sein = 4;
Gegeben seien die Schliissel A, B, C und D mit den Zugriffshaufigkeiten:
py=1,pp=6,p=4undp, = 5.

Sei weiterhin: ¢; = 0, 0<i<4.
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optimaler Suchbaum
fiir A, B, C und D:

6 4
(B) ©
1 5 6
@ "D B D
4/ 1
© ®
K=30 K=29 optimaler Suchbaum
fiir B, C und D:
6 5
h
6
D) % ®B)
4 4
© ©
K=28 K=26 K=29

» © o

Wie bereits angedeutet, sind optimale bindre Suchbdume nur fiir statische Anwendungen geeignet
(kein Einfiigen oder Entfernen). Nahezu-optimale Suchbdume zur Handhabung von Zugriffshéu-
figkeiten und gleichzeitig Einfligen bzw. Entfernen werden spater behandelt.

2.4 Hashverfahren

Bisher: Suchen mit Hilfe von Schliisselvergleichen.
Jetzt: stattdessen Adressberechnung

= Auswertung einer Funktion, der sogenannten Hash- oder Adressfunktion.

Vorteil: Die Suche erfolgt weitgehend unabhingig von den anderen Schliisselwerten
= sie ist in der Regel schneller.

(im Durchschnitt konstanter statt logarithmischer Aufwand)
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