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Kapitel S Algorithmische Methoden und Techniken

Fiir die Losung der bisher betrachteten Probleme konnten stets Algorithmen gefunden werden,
die eine Laufzeit von O(n), O(n - logn) oder O(nz) besallen.

Es gibt jedoch eine Reihe von Problemen, zu deren Losung wesentlich aufwendigere Algorith-
men notwendig sind. Thre Bearbeitung erfordert speziell bei ‘groBBer’ Eingabemenge einen der-
art immensen algorithmischen Aufwand, dafl er auch bei Ausfiihrung auf den schnellsten
Rechnern jeglichen zeitlichen Vorstellungsrahmen sprengt.

= Entwicklung allgemeiner algorithmischer Prinzipien, die flir viele schwierige Probleme zu
‘effizienten’ Losungsverfahren fiihren.

Beispielproblem 1: Das Packmusterproblem

Gegeben sei eine Menge von n quaderformigen Paketen.
Problem: finde ein Stapelmuster (Rotation der Pakete moglich) derart, daB3 die Hohe
des auf eine Palette aufgeschichteten Stapels mdglichst niedrig bleibt.

Veranschaulichung fiir den 2-dimensionalen Fall:

Sl

Beispielproblem 2: Das Problem eines Handelsreisenden (Travelling-Salesman-Problem)

Gegeben seien n Punkte (Kunden), die Entfernung (Linge des Weges) zwischen je
zweien dieser Punkte und ein bestimmter Startpunkt.

Problem: finde den kiirzesten Weg, der von dem Startpunkt ausgehend alle Punkte be-
sucht und wieder zum Ausgangspunkt zuriickkehrt.

O
O O O

Startpunkt N‘} 0
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Dieses Problem kann als markierter Graph dargestellt werden, wobei die Kunden durch
Knoten und ihr Abstand durch Markierungen von Kanten zwischen den Knoten
reprasentiert sind. Ausgehend von einem vorgegebenen Startknoten ist dann der kiirz-
este Hamilton-Kreis zu finden.

Auch wenn diese beiden Beispielprobleme zunichst einfach klingen, so sind sie doch Exem-
plare der Klasse der von ihrer Zeitkomplexitét her aufwendigsten Probleme, den NP-vollstdin-
digen Problemen. Fiir NP-vollstindige Probleme gibt es keinen (deterministischen)
Algorithmus mit polynomialer Laufzeit. In den folgenden Abschnitten stellen wir eine Reihe
grundlegender Strategien fiir Algorithmen zur Losung solcher und dhnlicher Probleme vor.

Bemerkungen:

@ Nicht fiir jedes Problem kann auf Basis jedes der im folgenden vorgestellten Paradigmen
die wirklich optimale Losung berechnet werden. In der Regel liefern diese jedoch
zumindest eine nahezu optimale Losung.

@ Fiir einzelne Klassen von Problemen sind nur bestimmte Algorithmen geeignet.
= Auswabhl einer fiir das jeweilige Problem geeigneten Losungsmethode

5.1 Erschopfende Suche

Paradigma: Berechne die komplette Menge aller zuldssigen Losungen des gegebenen Prob-
lems. Hierin ist auch die optimale Losung enthalten. Diese kann durch einen ein-
fachen Vergleich der Kosten bestimmt werden. Dieses Paradigma wird im
Englischen als exhaustive search bezeichnet.

Im Beispielproblem 1:

Die Menge aller moglichen Problemldsungen erhalten wir durch
(1) Betrachtung aller n! verschiedenen Einfligesequenzen der Objekte.
(2) Berticksichtigung der 3 (1) Rotationsachsen fiir Quader (Rechtecke).
(3) Einbeziehung aller moglichen Translationen auf der Palette.

oy i oM, 9.
] |

|

Fiir jede dieser Losungen ist die Hohe des resultierenden Stapels zu berechnen.
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Im Beispielproblem 2:

Gehen wir davon aus, daf3 es eine Kante von jedem Knoten zu jedem anderen Knoten gibt.
Die moglichen Losungen (d.h. alle mdglichen Touren) ergeben sich durch die Betrachtung
aller unterschiedlichen Knoten, die an i-ter Stelle (2 <i < n) besucht werden konnen.
Nachdem der Startknoten fest vorgegeben ist, konnen zu Beginn also n-/ Knoten, dann
noch n-2, ..., und schlielich nur noch ein Knoten besucht werden. Die Anzahl der mogli-
chen Losungen ist also (n—1)! .

Das folgende Algorithmus "Hamilton routes’ generiert systematisch alle moglichen
Routen des Handelsreisenden auf Basis einer erschdpfenden Suche auf einem als Adjazen-
zmatrix a vorliegenden Graphen. Die Suchstrategie (nicht jedoch die Suche selbst!) ist
dhnlich zu einer Tiefensuche, die rekursiv iiber die Methode "visit” realisiert wird:

class Hamilton routes{
protected int position []; // als wievielter Knoten besucht ?
protected int id, startknoten, totalNodes;

protected void visit (int k) {
position[k] = id; id++;
if (id == totalNodes) {
if (a[k][startknoten])
-->Hamilton 'scher Weg gefunden }
else { //alle moglichen Folgeknoten betrachten
for (int t=0; t < totalNodes; t++) {
if (a[k][t]) // Eintrag der Adjazenzmatrix: true/ false
if (position[t] == 0) visit(t); // Tiefensuche
}+ // end for
} /] end else
id--; position[k] = 0; // Riicksetzen auf die Ausgangssituation

}

public Hamilton_routes (int sKnoten, int n) {
startknoten = sKnoten; // sKnoten liegt zwischen 0 und (n-1)
totalNodes = n;
position = new int [n];
for (int i = 0; 1 <n; i++) position[i] = 0;

id=0;
visit (startknoten);
}
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Der Bearbeitungsaufwand ist proportional zur Anzahl der Aufrufe der Prozedur "visit” und
damit zur Anzahl der Wege im Graphen. Existieren Kanten zwischen allen Paaren von Kno-

ten, so betrigt dieser O(n" 1) (ohne Beweis).

Entscheidendes Problem
Insbesondere fiir "grofle” Probleme (groBes 7) mit vielen moglichen Losungen ist die er-
schopfende Suche extrem aufwendig. Man sagt, das Problem besitzt einen exponentiellen
Aufwand, wenn die Anzahl der mdglichen Losungen, unabhingig von ihrer Berechnung,

exponentiell ist ( n! = O(n") ).
Bereits fiir GroBenordnungen von n = 50 ist dieser Losungsweg daher nicht mehr prak-
tikabel.

Da eine erschopfende Suche die Grenzen der Rechnerleistung sprengt, miissen wir versuchen, den
Suchraum, d.h. die Menge der explizit berechneten Losungskandidaten, einzuschrianken.

5.2 Lokal-optimierende Berechnung

Der einfachste und (meist) effizienteste Ansatz besteht darin, mit Hilfe geeigneter Heuristiken die
optimale Losung auf direktem Wege zu generieren.

Prinzip: Jeder Schritt in Richtung der Problemldsung wird auf Basis eines lokalen Optimal-
itatskriteriums (Heuristik) ausgefiihrt. Es werden nicht alle Losungskandidaten,
sondern nur ein einzige Losung konstruiert.

Dieser Ansatz ist anwendbar, wenn aus einer Folge von optimalen Einzelschritten
eine (nahezu) optimale Losung des Gesamtproblems resultiert.

Algorithmen, die dem Paradigma der lokal-optimierenden Berechnung folgen, werden auch als

‘greedy algorithms’ bezeichnet.

Bereits bekannte Beispiele:
* Dijkstra’s Algorithmus fiir kiirzeste Pfade in Graphen

* Kruskal’s Algorithmus fiir minimale Spannbdume
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Beispielproblem 1:

Eine mogliche Heuristik, um eine moglichst optimale Stapelung zu finden, besteht in fol-
gendem Ansatz:

Waibhle in jedem Schritt des Algorithmus dasjenige Paket aus, das bei optimaler Position-

ierung (bzgl. Rotation und Translation) die Hohe des Stapels am geringsten anwachsen
1aRt.

Ein Algorithmus zur heuristischen Lésung von Beispielproblem 2:

Anwendung des Algorithmus von Kruskal zur Bestimmung minimaler Spannbdume.
Abweichendes Kriterium:

statt:  Betrachten von Kanten, die keinen Zyklus zur Folge haben
jetzt: < Ein Zyklus ist erlaubt.
* Kein Knoten darf einen Grad von > 3 besitzen.

Beispiel: Das Euklidische travelling-salesman-Problem

Kosten(a, b) = A/(ax - bx)2 +(a,— by)2

Koordinatenwerte:
(1,2.5)
(2,3.5)

(3,3)

(1.6,2.5)
4,15)
(4,0.5)
(3,0.5)

(3,2)
(1,15

N
—_

.9 .5

70 o4

O 0| I[N || KW

Kostenmatrix (symmetrisch):

1 2 3 4 5 6 7 8 9

100142106 |32]36|28]21]1.0
2 00 1.1 |11]32]36 32|18 22
3 00| 15|18 |27 ]25]10]|25
4 00 26|31 |24 ]15]|1.2
5 00 10|14 ]1.1]3.0
6 00| 10| 18|32
7 00| 15122
8 0.0 ] 2.1
9 0.0
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Effiziente Algorithmen
Ablauf des Algorithmus:
Schritt ausgewdihlte Kante aktuelle Knotenmengen Situation im Graphen
2
o 3.
1
. {1, 4}, {2}, {3}, {5}, {6}, M
1 1,4): Lange 0.6 8e
(1.9): Ling (7}, (8}, 19) " .3
70 o4
2
L] 3.
1
) (1,9): Linge 1.0 {1,4,9}, {2}, {3}, {5}, I_'4 Se
nicht eindeutig! {6}, {7}, {8} 9 o)
7e o5
2
* 3
1
3 (3,8) Léinge 1.0 {17 49 9}5 {Z}a {39 8}, {S}a I_‘4 8I
nicht eindeutig! {6}, {7} 9 )
7e o5
2
* 3
1
4 (5,6) Lénge 1.0 {17 45 9}5 {2}: {37 S}a r4 81
nicht eindeutig! {5, 6}, {7} 9 5
7e 16
2
* 3
1
Li {1,4,9}, {2}, 3.8}, r4 I
5 (6,7): Lange 1.0 (5.6.7) , 8 5
7~—I6
2
3
(1,4,2,9}, {3, 8) le—a I
6 (2,4): Lange 1.077 (5.6, 7} , 8 5
7’_16
2
3
1
(2,3): Lange 1.118 4
7 nicht eindeutig! 11,4,2,3,8,9} 15,6, 7} 8 5
8 (5,8): Lange 1.118 {1,4,2,3,5,6,7,8,9}

Universitdt Miinchen

Institut fir Informatik

Studienjahr 2008



Effiziente Algorithmen Seite 5.7

Im Gegensatz zu minimalen Spannbaumen => dies ist noch keine Losung!

Betrachten der weiteren Kanten notig:

= alle Kanten bis auf (7,9) verletzen die Bedingung: “Grad der Knoten < 3)“.
Sie werden ignoriert.

Kante (7,9) mit einer Linge von 2.236 komplettiert die konstruierte Losung.

Analyse der Laufzeit

* die Kanten werden geméil ihrer Kosten in einer Heap-Struktur organisiert
= Minimum der Kosten (Wurzel des Heap) nicht notwendigerweise eindeutig!

* Die Knotenmengen werden mit Hilfe einer Union-Find-Datenstruktur verwaltet.

Anfangs bilden die einzelnen Knoten jeweils einelementige Teilmengen der Kno-
tenmenge.

Die Lauzeitkomplexitit des Algorithmus von Kruskal mit diesen Datenstrukturen betrégt
O(e - loge) . Fiir das Euklidische Travelling-Salesman-Problem gilt e = O(nz) .
Dieser konstruktive Ansatz verringert die Laufzeitkomplexitit also von on") auf

O(n2 - log nz) und damit auf eine praktikable Gro3enordnung.

Entscheidendes Problem

Ein lokal optimierender Algorithmus findet nicht immer die (eine) wirklich optimale Lo6-
sung des Gesamtproblems.

= nur anwendbar, falls eine ‘gute’ Losung ausreicht
(wie z.B. fiir einen Handelsreisenden).
Im Beispiel:

* ein kiirzester Hamilton’scher Weg verlduft nicht notwendig iiber die kiirzesten Verbind-
ungskanten der Knoten.

Situation Heuristische Losung optimaler Weg

Beispiel:
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» die Reihenfolge der Bearbeitung von Kanten mit identischer Markierung kann sich stark
auf die Qualitit des gefundenen Weges auswirken!

ol et ewl

Situation maogliche heur.Losung optimaler Weg

Beispiel:

5.3 Backtracking und ‘branch-and-bound’-Verfahren

Fiir viele Probleme ist keine geeignete Heuristik bekannt, um eine tatsidchlich optimale Losung
zu finden. In diesem Falle liefern Backtracking und branch-and-bound-Verfahren grundsétzli-
che Konzepte, die erschopfende Suche effizienter zu gestalten.

Grundlegende Idee beider Verfahren

Systematische Einschrinkung des Losungsraumes, indem Ldsungen nicht berechnet
werden, von denen bereits frithzeitig (d.h. vor ihrer expliziten Berechnung) bekannt ist,
daB sie nicht optimal sein konnen.

Wir gehen dabei von folgender Darstellung aus:
» alle moglichen Losungen des Problems stellen die Blatter des sogenannten Lésungs-
baumes dar,
* die Schritte des Algorithmus représentieren Pfade zu diesen Blattern und
* die auf dem Weg zu einer Losung durchlaufenen 'Situationen” (Teillosungen)
entsprechen den inneren Knoten des Baumes.

Losungsprinzip
Statt eines kompletten Durchlaufs des Losungsbaumes (erschopfende Suche) versucht
man, Zweige (Teilbdume) zum frithest moglichen Zeitpunkt abzuschneiden und nicht
mehr zu besuchen.

Abschneiden eines Teilbaumes, sobald bekannt ist, daf3
* keine der Losungen innerhalb dieses Teilbaumes optimal sein kann oder
« feststeht, daB3 im restlichen Teil des Baumes ebenfalls eine optimale Losung
zu finden ist.
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Bemerkungen

@ die Verfahren stellen sicher, daf} stets eine (global) optimale Losung des Problems ge-
funden wird.

@ ein bei vielen Problemstellungen wichtiger Aspekt ist die Beseitigung von Symmetrien
innerhalb des Losungsbaumes, deren Bearbeitung oftmals einen sehr groflen zuséitzli-
chen Aufwand darstellt.

(z.B.: fiir den Handelsreisenden ist die Orientierung des optimalen Weges sekundér, da
stets auch der umgekehrte Weg die optimale Lénge besitzt)

® fiir sehr umfangreiche Baume ist die Einsparung (besonders nahe der Wurzel) so
betriachtlich, daB3 ein recht hoher Aufwand gerechtfertigt ist, um zu untersuchen, ob der
Besuch eines Teilbaumes wirklich relevant ist.

Beispiel des Handelreisenden:
= es ist gerechtfertigt, minimale Spannbdume der noch nicht betrachteten Kno-
tenmenge zu berechnen, um darin kiirzeste Wege abzuschétzen und aufgrund
dieser Abschitzung Teile des Baumes abzuschneiden.

5.3.1 Backtracking (Zuriickverfolgung)
Grundlage: (eingeschriankter) Tiefendurchlauf durch den Lésungsbaum.

Prinzip: Ausgehend von der Wurzel des Losungsbaumes werden sukzessive vervollstandigte

Teillosungen (innere Knoten des Losungsbaumes) in Richtung einer optimalen Ges-
amtlosung des Problems, d.h. in die Tiefe des Baumes, konstruiert.
Wird an einer Stelle erkannt, da8 die darunterliegenden Teilbdume keine optimale
Losung enthalten konnen (weil z.B. bereits die Teillosung hohere Kosten besitzt als
eine zuvor gefundene Gesamtlosung), so steigt der Algorithmus eine Stufe zuriick
(Riickkehr der Rekursion) und setzt die Suche in einem anderen Teilbaum fort.

Die folgende Methode "Hamilton backtrack” generiert eine optimale Route des Handelsre-
isenden (ausgehend vom Startknoten) auf Basis des Backtracking-Prinzips. Bei Termin-
ierung des Algorithmus befindet sich das Ergebnis in ‘opt _path’, wobei opt_path[i] die
Position von Knoten 7 innerhalb des kiirzesten Weges angibt.

Das Problem sei dabei durch einen Graphen gegeben, der iiber seine Kostenmatrix a defini-
ert ist. Nicht-existierende Kanten seien durch ‘oo’-Werte charakterisiert.
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class Hamilton backtrack {
protected int position [];
protected int opt path [];
protected int id, totalNodes, startknoten;
protected double min_path length;

protected void visit (int k, double akt length) {

position[k] = id;
id++;
if (id == totalNodes) {
if ((akt_length + a[k][startknoten]) < min_path length) {
// kiirzerer Hamilton 'scher Weg gefunden
for (int 1=0; 1 < totalNodes; i++)
opt_path[i] = position[i]; // kiirzesten Weg speichern
min_path length = akt length + a[k][startknoten];
b
else { //alle moglichen Folgeknoten betrachten
for (int t=0; t < totalNodes; t++) {
if (((akt_length + a[k][t]) < min_path_length)
&& (position[t] == 0))
// der Teilbaum kann einen kiirzeren Weg enthalten
visit(t, akt length + a[k][t]); // Tiefensuche
}
} // end else
id--; // Riicksetzen auf die Ausgangssituation
position[k] = 0; // Riicksetzen auf die Ausgangssituation

}

public Hamilton backtrack (int sKnoten, int n) {

Universitdt Miinchen

position = new int [n];

opt_path = new int [n];

for (int i=0; 1 < n; 1++) position[i] = 0;

id = 0;

totalNodes = n;

min_path length = Double. MAX VALUE;
startknoten = sKnoten;

visit ( startknoten, 0.0 );
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Beispiel

Gegeben sei das (etwas veranderte) Euklidische travelling-salesman-Problem von oben:

Koordinatenwerte: Kostenmatrix (symmetrisch):
%e 1| (1,25 12 3 4 5 6
Je > (235 100142106 1.0 3.0
Lo o4 3 3.3) 2 00 | 1.1 [1.1]22]25
®5 3 (1, 1.5) 4 00| 12|25
6 4.2) 2 0.0 (3)8

Der zugehorige Losungsbaum besitzt das folgende Aussehen, wobei die explizit darges-
tellten Teile bereits die Wirkungsweise des Backtracking-Prozesses wiedergeben:

(6.0)

min. Kosten: 1L 8.6 8.2
. 10.5
(min_path_length)

Der Backtracking-Prozef3 gliedert sich dabei in zwei wesentliche Teile:
(1) finden einer ersten moglichen Losung iiber einen Tiefendurchlauf
(2) eigentlicher Backtracking-Prozef3 zum Finden der optimalen Losung
= Zuriicksteigen in der Rekursionshierarchie; Test alternativer Verzweigungen.

zu (1): Ausgehend von Knoten ‘1’ wird zunéchst ‘in die Tiefe’ gesucht, bis eine erste giiltige
Losung (Pfad: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 1) ermittelt ist:

2
a3
Lénge des Pfades: 11.2 7\.
0/’ 6

5

zu (2): Die rekursive Baumsuche des Tiefendurchlaufs wird nun sukzessive wieder von unten
nach oben aufgelost. Dabei werden auf jeder Rekursionsebene alle alternativen Losun-
gen mit kiirzerer Pfadlinge gesucht, was wiederum (lokale) Tiefendurchldufe zur
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Folge hat, solange Aussicht auf Erfolg besteht (d.h. der aktuelle Teilweg kurz genug
ist).

Die folgende Tabelle zeigt das rekursive Zuriicksteigen und die Suche nach alternativen Pfaden.

Riicksteigen bis: néchster Knoten | restlicher Pfad | Pfadlinge | min. Pfadlénge
2
1,2,3,4 a3 6 5,1 10,5 10,5
1 i/
IS
1,2,3 77,3 5 4,6,1 1,7 10,5
1 /2 - N 6,4 => Abbruch 10,5
p - s 6 4,5,1 8,6 8,6
5° 5,4,1 8,7
2
1,2 f <3 4 8,6
147 N 5
4
.y 3 6
5
1 3 3 8,6
i ,//:V < 4 8,2 8,2
4 *, 5
./ g 6
5

5.3.2 Branch-and-bound

Grundlage: (eingeschriankter) Breitendurchlauf durch den Losungsbaum.

Prinzip: Die Bearbeitung startet wiederum mit der Wurzel des Losungsbaumes.
Beim Durchlauf werden jedoch zunéchst alle von einem Knoten ausgehenden Kant-
en des Losungsbaumes betrachtet. Die Bearbeitung der S6hne erfolgt erst, wenn der
Knoten selbst komplett bearbeitet ist. Um eine moglichst geringe Anzahl von Pfaden
zu durchlaufen, wird aufgrund zum Teil aufwendiger Untersuchungen und Abschit-
zungen ermittelt, welcher der S6hne tatsédchlich besucht werden muB.

Die folgende Methode "Hamilton branch&bound’ benutzt ein allgemeines Verfahren, um
Pfade des Baumes geeignet auszugrenzen: Fiir jeden Knoten (s), der auf einem Pfad betra-
chtet wird, wird eine obere Grenze (s.upper) und eine untere Grenze (s.lower) fiir den kiirz-
esten Folgeweg ermittelt (Methoden ‘schdtze min Weg’ und ‘schdtze_max_Weg’). Ein
Teilbaum braucht nicht betrachtet zu werden, falls dessen untere Schranke grofer ist als
eine bereits fiir einen anderen Teilbaum bekannte obere Schranke; in diesem Fall kann der
Teilbaum keinen kiirzesten Weg enthalten.
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Ausgehend vom Startknoten wird eine optimale Route des Handelsreisenden auf Basis des
branch-and-bound-Prinzips generiert. Wiederum sei das Problem durch einen Graphen,
definiert iiber seine Kostenmatrix a, gegeben:

void Hamilton branch&bound (int Startknoten, int n) {
int opt path [] = new int [n];
double min_path, min_upper;
Schlangenelement r = new Schlangenelement(n);
Schlangenelement s = new Schlangenelement (n);
Queue q = new Queue();
min_path = Double MAX VALUE; min_upper = Double. MAX VALUE;
for (int t = 0; t <n; t++) s.position[t] = 0;
s.id = 0; s.Knoten = Startknoten; s.path length = 0.0; s.lower = 0.0;
g.enqueue(s);
while (!q.isEmpty()) {
g.dequeue (s); (* ndchsten Knoten bearbeiten *)
if ((s.path_length + s.lower) <min_upper) { // inzwischen evtl. kleineres min_upper
s.position[s.Knoten] = s.id; s.id++; // Pfad weitersetzen
if (s.id ==n) { // Hamilton scher Weg gefunden
if ((s.path_length + a[s.Knoten][Startknoten]) < min_path) {
Il neuer kiirzester Hamilton 'scher Weg gefunden
for (intt=0;t<n; t++)
opt_path[t] = s.position[t]; // Weg speichern
min_path = s.path_length + a[s.Knoten][Startknoten];
h
b

else { // alle Folgeknoten betrachten
for (intt=0;t<n; t++) {
s.lower = schditze_min_Weg ( t, s.position); // Vorausschau von t
s.upper = schdtze_max_Weg ( t, s.position); // Vorausschau von t
if ((s.position[t] == 0)
&& (s.path_length + s.lower < min_upper)) {
/I der Teilbaum kann einen kiirzeren Weg enthalten
if (s.path_length + s.upper < min_upper)
min_upper = s.path_length + s.upper;
r = s.clone();
r.path_length = s.path_length + a[s.Knoten][t];
r.Knoten = t;
g.enqueue (1);
} // end if
} // end for
} // end else
} // end if s.lower < min_upper
} // end while !q.isEmpty
}
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class Schlangenelement {
int id, Knoten; // id: die aktuelle Lange des Pfades, Knoten: der letzte Knoten des Pfades
int position [];
double path length, upper, lower;
public Schlangenelement (int n) {position = new int [n];}

}

Bemerkung

schiitze_min_Weg(t, s.position) bzw. schdtze_max_Weg(t, s.position) liefern eine Schitzung
fiir die untere bzw. obere Schranke der resultierenden Pfadlange, wenn man den durch
s.position definierten Pfad um den Knoten ¢ erweitert.

Betrachten wir wieder das obige Beispiel des Euklidischen Travelling-Salesman-Problems:

Beginnend mit der Wurzel wird der Losungsbaum ebenenweise von oben nach unten
durchlaufen.

Zu Beginn liegt (im Gegensatz zum Backtracking) kein Losungskandidat als Vergleich-
swert vor. Um die relevanten Verzweigungen innerhalb des Losungsbaumes zu reduzier-
en, ist man daher auf Schitzwerte fiir kiirzeste Wege angewiesen (Vorausschau ‘in die
Tiefe’!), deren Qualitit die Effizienz des Algorithmus wesentlich beeinfluf3t.

Als unterer (s./ower) bzw. oberer (s.upper) Schitzwert fiir die Losung des aktuellen Teil-
problems kann z.B. gewihlt werden:

* s.lower: Kosten des minimalen Spannbaums der bisher nicht betrachteten Knoten, des
Startknotens sowie des aktuellen Knotens.

* s.upper: Kosten einer beliebigen Losung innerhalb des aktuellen Teilbaumes
(z.B. linkester oder zufilliger Ast des Losungsbaumes => leicht zu ermitteln)

im folgenden:linkester Ast aus Griinden der Nachvollziehbarkeit
allgemein:  zufilliger Ast oder Minimum aus mehreren (2 oder 3) Asten
= meist besseres Ergebnis

Zusétzlich bendtigen wir eine Variable ‘min_upper’, um die Kosten des bisher minimalen
Losungskandidaten festzuhalten; sie wird jeweils als aktueller Vergleichswert beim Ab-
schneiden von Teilbdumen herangezogen.
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Betrachten wir unter diesen Voraussetzungen den sukzessiven Durchlauf des Losungs-
baumes im obigen Beispiel:

Kosten, um den Knoten

0 / zu erreichen (s.path_length)
(1.4) : 0.4 0 Kosten einer moglichen
e ORON© (& Lomme aper
Kosten des minimalen

min_upper: 11.5 oo 10.3

= auf oberster Ebene des Baumes miissen alle 5 Verzweigungen betrachtet werden.

Im néchsten Schritt werden die (jeweils 4) von diesen Knoten ausgehenden moglichen

Wege betrachtet:
jo 5w
(45.87)  (45,100)  (45,103) (4.5,5.1)
min_upper: 10.3 8.7
(52,87)  (52,.) (52,..) (52,..)
—~88>87 —98>87 - 8.7>87

min_upper: 8.7

(49,9.6)  (49,9.3) (4.9,7.7) (4.9,7.1)
min_upper: 8.7
@ OO
(42,81) (42,77 (4.2,7.0) (4.2,7.3)
min_upper: 8.7
T @™
(3.8, ..) (3.8,4.4) 38,..) (3.8, ..)
—->93>87 —-93>87 ->9.8>87

min_upper: 8.7

= bereits auf dieser Ebene konnen 6 der 20 moglichen Teilbdume abgeschnitten werden
(wobei jeder einzelne Teilbaum einer Menge von 6 verschiedenen Losungen entspricht!).
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Begriindung: wir verwenden im Gegensatz zum Backtracking bereits in den oberen Ebenen
des Baumes eine (approximative) Vorausschau in alle Teilbaume.

= sofern eine gute Schitzfunktion bekannt ist, verhélt sich das branch-and-bound-
Verfahren in der Regel besser als Backtracking, da bereits weiter oben im Baum
abgeschnitten werden kann.

Jedoch kénnen weder branch-and-bound noch Backtracking den exponentiellen Bearbeitung-
saufwand grundsitzlich verringern (Worst Case: O(n")), unabhingig von den Kriterien, die
zur Beschriankung der Baumsuche herangezogen werden. Andererseits kann die in akzeptabler
Zeit 16sbare Problemgréfe mit heuristischen Ansétzen in der Regel (4verage Case) um eine
GroBenordnung und mehr gesteigert werden.

5.4 Divide-and-Conquer - Verfahren

Das wohl am haufigsten und allgemeinsten angewendete Verfahrensprinzip zur Konstruktion
effizienter Problemlosungen und Algorithmen fiir umfangreiche Probleme ist das Prinzip des
Divide-and-Conquer (lat.: divide et impera).

Prinzip: ‘Grofle’ Probleme werden in geeigneter Weise in (wenige) kleinere Teilprobleme
zerlegt:
* sind die Teilprobleme klein genug, so werden sie direkt gelost
+ andernfalls werden sie in der Regel ihrerseits nach dem gleichen Prinzip bear-
beitet (= rekursive Anwendung des Verfahrens).

Die Losungen der Teilprobleme werden schlieflich zu einer Losung des Gesamt-
problems zusammengesetzt.

Die allgemeine Kontrollstruktur von Divide-and-Conquer-Algorithmen besitzt somit das fol-
gende Aussehen:

ALGORITHM Divide-and-Conquer;
IF Problemgrof3e klein genug
THEN lo6se das Problem direkt (* mit einfacher Methode *)
ELSE
Divide:  Zerlege das Problem in Teilprobleme mdglichst gleicher Grofe;
Congquer: Lose jedes Teilproblem fiir sich;
Merge:  Berechne aus den Teillosungen die Gesamtlosung
END Divide-and-Conquer;
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Bereits bekannte Beispiele:
* einige "gute” Sortierverfahren (Quick Sort und Merge Sort).
* bindre Suche

Problem: Das Verfahren liefert nur dann eine analytisch nachweisbare algorithmische Ver-
besserung, falls das Ausgangsproblem gleichmédBig auf Teilprobleme verteilt wer-
den kann, diese also eine ‘effektiv geringere’ Problemgrdfe besitzen.

= Balancierung der Teilprobleme nétig! (oftmals schwierig)

Nach der Analyse von Abschnitt 3.1.3 gilt:

Der Algorithmus besitzt eine Laufzeit von O(n -logn), falls:
* Divide- und Merge-Schritt nicht ldnger als O(n) Zeit benotigen,
* die Bearbeitung ‘kleiner’ Probleme in konstanter (O(1)) Zeit erfolgt und
* eine balancierte Unterteilung des Ausgangsproblems garantiert ist.

Hieraus folgt:

Divide-and-Conquer ist nur dann gewinnbringend einsetzbar, wenn das Gesamtproblem
in voneinander unabhingige Teilprobleme zerlegt werden kann, diese also (weitgehend)
isoliert gelost und die Ergebnisse in einfacher Weise zusammengesetzt werden konnen
(=> einfacher Merge-Schritt).

Ist dies nicht der Fall, so besitzt bereits der Merge-Schritt die Komplexitit des Ausgang-
sproblems und ein algorithmischer Gewinn ist nicht zu erwarten.

Aus diesem Grund fiihren Divide-and-Conquer-Verfahren nicht zu einer algorithmischen Ver-
besserung der beiden Beispielprobleme dieses Kapitels (Packmusterproblem bzw. Travelling-
Salesman-Problem).

5.5 Dynamische Programmierung

Haufig kann ein vorgegebenes Problem nicht oder nur mit groBem Aufwand in eine kleine
Menge unabhéngiger Teilprobleme zerlegt werden, deren Teilergebnisse sich zu einer Gesa-
mtlosung verkniipfen lassen. Ein insbesondere im Bereich des Operations Research weit ver-
breiteter Ansatz ist es daher, ‘alle mdglichen’ kleinen Teilprobleme (optimal) zu 16sen, deren
Losungen zu speichern und sie ‘von untern nach oben’ zu einer optimalen Losung des Gesa-
mtproblems zusammenzusetzen.

Prinzip: ‘Grofle’ Probleme werden geeignet in viele (einfache) Basisprobleme zerlegt, die
iiber ein direktes Verfahren gelost und deren Losungen innerhalb einer globalen Lo-
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sungstabelle gespeichert werden.

Auf dem Weg zu einer Losung des Gesamtproblems werden aufgrund dieser Lo-
sungstabelle sukzessive Losungen komplexerer Teilprobleme berechnet und ihr-
erseits in die Tabelle eingetragen. Die Gesamtlosung wird auf diese Weise ‘von
unten nach oben’ aus den jeweiligen Teillosungen zusammengesetzt.

Dabei kommt das folgende Optimalititsprinzip zum Tragen:
Die Losung eines Teilproblems der Grofe £ ist optimal, falls sie aus einer opti-
malen Zusammensetzung der optimalen Losungen der Teilprobleme der Grof3e
< k hervorgeht. Als optimal erkannte Teilldsungen bleiben demnach optimal
beim Zusammensetzen zu Losungen fiir groBBere Probleme.

= um die (alle) optimale(n) Losung(en) des Gesamtproblems zu ermitteln, miissen
nicht alle moglichen Losungen jeder Problemgréfe 4k <mn, sondern nur
‘lohnende’, weil in obigem Sinne optimale Teilldsungen berechnet werden.

Bereits bekannte Beispiele fiir dieses Losungskonzept:

* Aufbau optimaler bindrer Suchbdume (vgl. Abschnitt 2.3)
Optimalititskriterium: Alle Teilbdume eines optimalen Suchbaumes sind optimal.

= Idee: ausgehend von einzelnen Knoten als minimalen Teilbdumen werden sys-
tematisch “immer grofere” optimale Teilbdume konstruiert.

‘Bottom-up’ - Methode:
Ein neuer optimaler Teilbaum ergibt sich aus einer geeigneten Wurzel und zwei
optimalen Teilbdumen (bereits berechnet) dieser Wurzel.

T optimal (O

genauer:
opt. opt. c(i, k— 1) c(k,j)

uf O(k—1) Ok 0O
Schliissel: i+ 1, ..., k—1 k+1,...,j

Seien c(i, j), 0 <i<j<n,die Kosten eines optimalen Teilbaumes mit den Gewicht-

J J
NPy - Pfs G -5 45 S€1 Weiterhin: w(i, j) = z Pt qu .
k=i+1 [=i
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Dann kénnen die Werte (i, j) nach folgendem Rekursionsschema berechnet werden:

c(i,i) = 0 = der Baum besteht aus [1i (leerer Baum).

c(i,j) = wi,))+ min (c(i,k—1) +clkj) firi<j.
i<k<j

Denn: das minimale Gewicht des Teilbaums mit Wurzel Ok und den Grenzen

i bzw. j ist gegeben durch: w(i, j) + c(i, k— 1) + c(k, j).

* der Algorithmus von Floyd zur Losung des “all pairs shortest path’-Problems sowie
der Algorithmus von Warshall zur Berechnung der transitiven Hiille in gewichteten
Graphen (das aktuelle Teilproblem wird dabei unter Riickgriff auf bereits berechnete
Teilprobleme gelost)

Probleme bei der Anwendung der dynamischen Programmierung:

* es ist nicht immer moglich, die Losung eines komplexen Problems aus der Losung klei-
nerer, unabhéngiger Einzelprobleme zu kombinieren.

* die Anzahl der zu l6senden Teilprobleme und damit der fiir die Teilergebnisse bendtigte
Speicherplatz kann unverhiltnismaBig grof3 sein (im Extremfall: exponentiell).

=> es gibt viele ‘schwierige’ Probleme, fiir die das Verfahren nicht anwendbar oder kein
entscheidender Gewinn in der Laufzeit zu erwarten ist (z.B. das Problem des Han-
delsreisenden), aber auch eine Reihe ‘/eichter’ Probleme, fiir die Standardalgorith-
men effizienter sind.

Die dynamische Programmierung kann als Verallgemeinerung von Divide-and-Conquer sow-
ie der erschopfenden Suche betrachtet werden:
* Divide-and-Conquer-
Berechnung von Informationen zur Losung einzelner kleinerer Teilprobleme, die in
bereits zuvor bestimmter Weise (‘Divide-Schritt”) zur Losung des Gesamtproblems
zusammengesetzt werden.

* erschopfende Suche:
Berechnung der kompletten Menge von Informationen iiber alle Losungsmdglich-
keiten des Gesamtproblems und Auswahl der optimalen Losung.

= die dynamische Programmierung berechnet Informationen zur Losung von Teilproble-
men und setzt diese ‘in geeigneter Weise’ nach dem Optimalitétsprinzip zu den zur Lo-
sung groferer Probleme bendtigten Informationen und schlieBlich zur Ldosung des
Gesamtproblems zusammen.
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Fiir das Prinzip der dynamischen Programmierung gibt es ein sehr breites Spektrum von An-
wendungsmoglichkeiten; sie definiert gleichsam eine ‘natiirliche’ Methode zur Entwicklung
von Losungskonzepten.
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